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　　國中已畢業，高中未開學前的暑假是一段相當美好的假期。然而快樂的時光總是過得特別

快，當你翻開這本書的時候，意味著高中新生活即將展開。是的，就當作是為了一場球賽前的熱

身吧！藉由演練本書，喚起全身的細胞，活動筋骨與思路，為高中學習階段做好充足的準備。

　　本書以簡明、好教、易學為原則，總共分成六大單元：

一、乘法公式

二、根式運算

三、數列與級數

四、坐標與函數

五、三角比

六、立體圖與三視圖

　　一至五單元皆有兩階段：

第一階段「國中複習」：

嚴選國中學過的觀念，可作為高中學習的基礎，並提供十二題「國中基礎能力檢定」。

第二階段「高中先修課程」：

提示高中即將展開的部分內容，並提供八題「先修銜接能力檢定」。最後有五題「綜合能力檢

定」。

　　第六單元主要複習國中所學內容，未來將會應用在不同的高中課程單元。

　　本書的完成，期望能提供一份學生可以自行學習的教材。在架構上，也希望能提供教師同仁

在課堂教學上的便利，不論是單元的選擇，時間的掌控，作業的編派都可以藉由本書的設計順利

地執行。

　　本書的編寫理念期許能為高中數學教師的教學及未來的高一學生提供一份有效且好用的銜接

教材，在編寫過程力求完美，如有疏漏或未盡合宜，敬請各位數學先進不吝指教。
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3單元 1　乘法公式

國中複習

1. 運算法則
1 交換律：a＋b＝b＋a；a×b＝b×a。
2 結合律：（a＋b）＋c＝a＋（b＋c）；（a×b）×c＝a×（b×c）。
3 分配律： 1 a×（b±c）＝a×b±a×c。 

2 （a＋b）（c＋d）＝ac＋ad＋bc＋bd。
2. 最簡分數
若一個分數的分子與分母互質，則稱此分數為最簡分數。

3. 乘法公式
1 和的平方公式：（a＋b）2＝a2＋2ab＋b2。

2 差的平方公式：（a－b）2＝a2－2ab＋b2。

3 平方差公式：（a＋b）（a－b）＝a2－b2。

4 （a＋b＋c）2＝a2＋b2＋c2＋2（ab＋bc＋ca）。
4. 公式的變化

1  a2＋b2＝（a＋b）2－2ab。
2  a2＋b2＝（a－b）2＋2ab。
3 （a－b）2＝（a＋b）2－4ab。

4 （x＋
1
x）

2

＝x2＋
1
x2 ＋2。

5 （x－
1
x）

2

＝x2＋
1
x2 －2。

5. 指數律
設 a_0，b_0，m、n 為正整數，則：
1  am×an＝am＋n。

2  am÷an＝am－n。

3 （am）n＝amn。

4 （a×b）m＝am×bm。

6. 科學記號
將一個正數 a 表成 a＝b×10n 的型式，其中 n 為整數，且 1Nb＜10。

單元 

乘法公式1



4 高中數學先修教材

1. 已知 15×16×17＝4080，則（－15）×（－16）×（－17）＝　－4080　。
x （－15）×（－16）×（－17）
＝－（15×16×17）
＝－4080

2. 計算（88.8）2－（11.2）2＝　7760　。
x （88.8）2－（11.2）2 ＝（88.8＋11.2）×（88.8－11.2） 

＝100×77.6 
＝7760

3. 計算（3－a5 ）3（3＋a5 ）3＝　64　。
x （3－a5 ）3（3＋a5 ）3 ＝〔（3＋a5 ）×（3－a5 ）〕3 

＝〔32－（a5 ）2〕3 
＝43 
＝64

4. 已知 108×25＝2700，計算 108×253－2699×252＝　625　。
x 108×253－2699×252

＝252×（108×25－2699）
＝625×（2700－2699）
＝625

5. 計算 
20192－2×2019＋1

2018
－

1082＋2×108×1911＋19112

2019
＝　－1　。

x 20192－2×2019＋1
2018

－
1082＋2×108×1911＋19112

2019
 

＝
（2019－1）2

2018
－
（108＋1911）2

2019
 

＝
20182

2018
－

20192

2019
 

＝2018－2019 
＝－1

國中基礎能力檢定



5單元 1　乘法公式

6. 已知 a－b＝10，ab＝－6，則 a2＋b2＝　88　。
x a2＋b2 ＝（a－b）2＋2ab 

＝102＋2×（－6） 
＝100－12＝88

7. 已知 a＋b＝6，ab＝3，則 
b＋1
a
＋
a＋1
b
＝　12　。

x b＋1
a
＋
a＋1
b

 ＝
b 2＋b＋a2＋a

ab
 

＝
〔（a＋b）2－2ab〕＋（a＋b）

ab
 

＝
（62－2×3）＋6

3
 

＝12

8. 已知 a，b，c，d 為實數，且（a2＋2a＋1）＋（b2＋b＋
1
4）＋（c2－c＋

1
4）＋（d 2－2d＋1）＝0，則 

a＋b＋c＋d＝　0　。
x 
（a2＋2a＋1）＋（b2＋b＋

1
4）＋（c2－c＋

1
4）＋（d 2－2d＋1）＝0

!（a＋1）2＋（b＋
1
2）

2

＋（c－
1
2）

2

＋（d－1）2＝0

∵a，b，c，d 為實數

∴a＋1＝0，且 b＋
1
2
＝0，且 c－

1
2
＝0，且 d－1＝0

得 a＝－1，b＝－
1
2
，c＝

1
2
，d＝1

所求 a＋b＋c＋d＝（－1）＋（－
1
2）＋

1
2
＋1＝0

9. 已知 x2－3x＋1＝0，則 x2＋
1
x2 ＝　7　。

x x2－3x＋1＝0 ! x－3＋
1
x
＝0 ! x＋

1
x
＝3

所求 x2＋
1
x2 ＝（x＋

1
x）

2

－2＝32－2＝7



6 高中數學先修教材

10. 已知 A＝（3－1）（3＋1）（32＋1）（34＋1）（38＋1）（316＋1），則 A 的個位數字為何？
A 0　B 2　C 6　D 8。
c 　A　。

x 利用平方差公式（a－b）（a＋b）＝a2－b2

A ＝（32－1）（32＋1）（34＋1）（38＋1）（316＋1） 
＝（34－1）（34＋1）（38＋1）（316＋1） 
＝（38－1）（38＋1）（316＋1） 
＝（316－1）（316＋1） 
＝332－1
檢查 31＝3，32＝9，33＝27，34＝81，35＝243，⋯⋯
可知 3n 的個位數依 3，9，7，1，3，9，7，1，⋯⋯循環
∴332 的個位數為 1
即 A＝332－1 的個位數字為 0
故選A

11. 如右圖，鋪色部分的面積可以下列哪一個選項表示？
A a2－b2　B a2＋b2　C 2ab　D 2a2 ab。
c 　B　。

x 
鋪色部分面積為（a＋b）2－

ab
2
×4＝a2＋b2

故選B

12. 所謂「PM 2.5」是指粒徑小於 2.5 微米的細微懸浮微粒，而登革熱病毒則是直徑約 30∼50 奈
米的球形病毒。已知 1 微米＝10－6 公尺，1 奈米＝10－9 公尺，試問 2.5 微米是 50 奈米的多少
倍？

A 5 倍　B 20 倍　C 50 倍　D 200 倍。
c 　C　。

x 
所求為 

2.5 微米
50 奈米

 ＝
2.5×10－6 公尺
50×10－9 公尺

 

＝
2500×10－9 公尺
50×10－9 公尺

 

＝50（倍）
故選C



7單元 1　乘法公式

1. （a＋b）3＝a3＋3a2b＋3ab2＋b3。

2. （a－b）3＝a3－3a2b＋3ab2－b3。

L：

1 （a＋b）3 ＝（a＋b）2（a＋b）＝（a2＋2ab＋b2）（a＋b） 
＝a3＋a2b＋2a2b＋2ab2＋b2a＋b3＝a3＋3a2b＋3ab2＋b3。

2 （a－b）3 ＝（a－b）2（a－b）＝（a2－2ab＋b2）（a－b） 
＝a3－a2b－2a2b＋2ab2＋b2a－b3＝a3－3a2b＋3ab2－b3。

3 a3＋b3＝（a＋b）3－3ab（a＋b）。
4 a3－b3＝（a－b）3＋3ab（a－b）。

立方公式銜接焦點 1

例題 1
已知 a＋b＝5，ab＝－3，則：
1 a2＋b2＝　31　。
2 a3＋b3＝　170　。
x 1 a2＋b2 ＝（a＋b）2－2ab 

＝52－2×（－3）＝31
2 a3＋b3 ＝（a＋b）3－3ab（a＋b） 

＝53－3×（－3）×5 
＝170

練習 1
已知 a－b＝3，ab＝1，則：
1 a2＋b2＝　11　。
2 a3－b3＝　36　。
x 1 a2＋b2 ＝（a－b）2＋2ab 

＝32＋2×1＝11
2 a3－b3 ＝（a－b）3＋3ab（a－b） 

＝33＋3×1×3 
＝36

高中先修課程



8 高中數學先修教材

1. （x＋
1
x）

3

＝x3＋
1
x3 ＋3（x＋

1
x）。

2. （x－
1
x）

3

＝x3－
1
x3 －3（x－

1
x）。

L：

1 （x＋
1
x）

3

＝x3＋3．x2．（
1
x）＋3．x．（

1
x）

2

＋（
1
x）

3

＝x3＋
1
x3 ＋3（x＋

1
x）。

2 （x－
1
x）

3

＝x3－3．x2．（
1
x）＋3．x．（

1
x）

2

－（
1
x）

3

＝x3－
1
x3 －3（x－

1
x）。

3 an－bn＝（a－b）（an－1＋an－2b＋an－3b2＋⋯⋯＋abn－2＋bn－1）。

4 xn－1＝（x－1）（xn－1＋xn－2＋xn－3＋⋯⋯＋1）。

公式推廣銜接焦點 2

例題 2

已知 x＋
1
x
＝3，則：

1 x2＋
1
x2 ＝　7　。 2 x3＋

1
x3 ＝　18　。

x 
1 x2＋

1
x2

 ＝（x＋
1
x）

2

－2 

＝32－2＝7

2 x3＋
1
x3

 ＝（x＋
1
x）

3

－3（x＋
1
x） 

＝33－3×3 
＝18

練習 2

已知 x－
1
x
＝5，則：

1 x2＋
1
x2 ＝　27　。 2 x3－

1
x3 ＝　140　。

x 
1 x2＋

1
x2

 ＝（x－
1
x）

2

＋2 

＝52＋2＝27

2 x3－
1
x3

 ＝（x－
1
x）

3

＋3（x－
1
x） 

＝53＋3×5 
＝140



9單元 1　乘法公式

1. 已知 a＝99，b＝1，則 a3＋b3＝　　970300　　。
x a3＋b3 ＝（a＋b）3－3ab（a＋b） 

＝（99＋1）3－3×99×1×（99＋1） 
＝1003－3×99×100 
＝970300

2. 已知 a－b＝5，ab＝3，則 a4b－ab4＝　510　。
x a4b－ab4 ＝ab（a3－b3） 

＝ab〔（a－b）3＋3ab（a－b）〕 
＝3×（53＋3×3×5） 
＝510

3. 已知 a＋b＝3，ab＝1，則 
b2

a
＋

a2

b
＝　18　。

x b2

a
＋

a2

b
 ＝

b3＋a3

ab
＝
（a＋b）3－3ab（a＋b）

ab
 

＝
33－3×1×3

1
 

＝18

4. 已知 x－
1
x
＝3，則 x3－

1
x3 ＝　36　。

x x3－
1
x3  ＝（x－

1
x）

3

＋3×（x－
1
x） 

＝33＋3×3 
＝36

先修銜接能力檢定



10 高中數學先修教材

5. 已知 a2＋
1
a2 ＝3，則 a6＋

1
a6 ＝　18　。

x a6＋
1
a6  ＝（a2＋

1
a2 ）

3

－3×a2×
1
a2 ×（a2＋

1
a2 ） 

＝33－3×1×3 
＝18

6. 29＋28＋27＋26＋25＋24＋23＋22＋2＋1 之值為　1023　。
x 令 A＝29＋28＋27＋⋯⋯＋2＋1

!（2－1）A＝（2－1）×（29＋28＋27＋⋯⋯＋2＋1）＝210－1
! A ＝210－1 
＝1024－1 
＝1023

7. 35＋34×2＋33×22＋32×23＋3×24＋25 之值為　665　。
x 令 A＝35＋34×2＋33×22＋32×23＋3×24＋25

!（3－2）A ＝（3－2）×（35＋34×2＋33×22＋32×23＋3×24＋25） 
＝36－26＝729－64 
＝665

! A＝665

8. 某個手機程式，每次點擊螢幕上的數 a 後，螢幕上的數會變成 a2。當一開始時螢幕上的數 b 
為正且連續點擊螢幕三次後，螢幕上的數接近 814。試問實數 b 最接近下列哪一個選項？
A 2　B 3　C 5　D 9。
c 　D　。

x 依題意，（（b2）2）2＝814

! b8＝（34）4

! b8＝（32）8

得 b＝32＝9
故選D



11單元 1　乘法公式

1. 小於（99.8）2 的最大整數為下列何者？
A 9990　B 9980　C 9970　D 9960。
c 　D　。

x （99.8）2 ＝（100－0.2）2 
＝1002－2×100×0.2＋（0.2）2 
＝9960.04

故選D

2. 設 a，b 為實數，若 a＋b＝1，a2＋b2＝2，則 a3＋b3＝
3
　

5
2
　。

x 公式（a＋b）2＝a2＋b2＋2ab
! 12＝2＋2ab

! ab＝－
1
2

所求 a3＋b3 ＝（a＋b）3－3ab（a＋b） 

＝13－3×（－
1
2）×1 

＝
5
2

3. 若 a 是方程式 x2－4x＋2＝0 的一個解，則 a3＋
8
a3 ＝　40　。

x 依題意，a2－4a＋2＝0

! a－4＋
2
a
＝0

! a＋
2
a
＝4

所求 a3＋
8
a3  ＝（a＋

2
a）

3

－3×a×
2
a
×（a＋

2
a） 

＝43－3×2×4 
＝40

綜合能力檢定
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4. 若 a－b＝2＋a2 ，b－c＝2－a2 ，則 a2＋b2＋c2－ab－bc－ca 之值為下列何者？
A 14　B 28　C 4a6＋4　D 4a6－4。
c 　A　。

x a－c ＝（a－b）＋（b－c） 
＝（2＋a2 ）＋（2－a2 ） 
＝4

所求   a2＋b2＋c2－ab－bc－ca 

＝
1
2
（2a2＋2b2＋2c2－2ab－2bc－2ca） 

＝
1
2
〔（a－b）2＋（b－c）2＋（c－a）2〕 

＝
1
2
〔（2＋a2 ）2＋（2－a2 ）2＋42〕 

＝14
故選A

5. 已知 a＞0 且 b＞0，若 an－b n＝0，其中 n 為正整數，試說明 a＝b。
x an－b n＝0

!（a－b）×（an－1＋an－2b＋an－3b 2＋⋯⋯＋ab n－2＋b n－1）＝0
∵a＞0 且 b＞0
∴an－1＋an－2b＋⋯⋯＋ab n－2＋b n－1＞0 恆成立
可得 a－b＝0
即 a＝b
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國中複習

1. 平方根
已知 aM0，則 x2＝a 表示
1 a 是 x 的平方。
2 x 是 a 的平方根，即 x＝±aa。

2. 根式
1 2aa  稱為二次方根，可省略「2」簡寫為 aa。
2 naa：其中稱 n 為開方次數，稱 a 為被開方數，稱 naa  為 a 的 n 次方根。

3 二次根式 ala2 ＝|a|＝
a，當 aM0。
－a，當 a＜0。

4 若 a 為完全平方數，則 aa  必為整數。
5 若 a＝m2×k，則 aa ＝alm2×k ＝mak ，其中 m＞0 且 k＞0。
6 3ala3 ＝a。
7 當 n 為奇數，則 nalan ＝a；
當 n 為偶數，則 nalan ＝|a|。

3. 同類方根
例如 3a2 ，6a2  皆有「a2 」，稱之為同類方根，可以加減乘除。

4. 同次方根
例如 a2，a3，s11  皆為「二次方根」，可乘除，不可加減。

5. 根式的乘除
1 若 a，b 為正數或 0，則 aa ×ab ＝sab。
2 若 a，b 為任意實數，則 3aa×3ab ＝3sab。

3 若 aM0，b＞0，則 
aa
ab
＝z

a
b

 。

4 若 a，b 為任意實數，其中 b_0，則 
3aa
3ab
＝3z

a
b

 。

6. 畢氏定理
一個直角三角形兩股長分別為 a、b，斜邊為 c， 
則 c＝ala2＋b2 ，如圖1。

7. 距離公式
在直角坐標平面上，已知 A（x1﹐y1）、B（x2﹐y2）， 
則 A、B 兩點的距離為 AB＝al（x1－x2）

2＋（y1－y2）
2 ，如圖2。

圖1

圖2

單元 

根式運算2
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1. 若 x2－12x＋45 的平方根為±3，則 x＝　6　。
x 依題意，x2－12x＋45＝（±3）2

! x2－12x＋36＝0
!（x－6）2＝0
! x＝6

2. 化簡 4s12 ＋2s27 －3s48 ＝　2a3 　。
x 4s12 ＋2s27 －3s48
＝4（2a3 ）＋2（3a3 ）－3（4a3 ）
＝8a3 ＋6a3 －12a3
＝2a3

3. 化簡 a2 ×a3 ×a4 ×a5 ×a6 ×a8 ×a9 ×s10 ＝　720　。
x a2 ×a3 ×a4 ×a5 ×a6 ×a8 ×a9 ×s10 
＝al2×3×4×5×6×8×9×10 
＝al28×34×52 
＝24×32×5 
＝720

4. 已知 a＝2a6 ，b＝3a3 ，c＝4a2 ，下列哪一個選項是正確的？
A a＞b＞c　B b＞c＞a　C c＞a＞b　D c＞b＞a。
c 　D　。

x a＝2a6 ＝s24
b＝3a3 ＝s27
c＝4a2＝s32
∴c＞b＞a
故選D

國中基礎能力檢定
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 5. 若 n 為正整數且 h108－n  亦為正整數，則符合條件的 n 有　10　個。
x h108－n  為正整數
則 108－n 可以是 12，22，32，42，⋯⋯，102，總共 10 種情形
故符合條件的 n 有 10 個

6. 若 n 為正整數且 h108×n  亦為正整數，則符合條件的最小 n 值為　3　。
x h108×n ＝al22×33×n
故使得 h108×n  為正整數的最小 n 值為 3

7. 已知－3＜a＜1，則 al（a－1）2 ＋al（a＋3）2  等於下列哪一個選項？
A 4　B－4　C 2a＋2　D－2a－2。
c 　A　。

x 已知－3＜a＜1
所求   al（a－1）2 ＋al（a＋3）2 

＝|a－1|＋|a＋3| 
＝（1－a）＋（a＋3） 
＝4

故選A

8. 已知 a＝2＋a3 ，b＝2－a3 ，則 a2－3ab＋b2＝　11　。
x 兩數之和為 a＋b＝（2＋a3 ）＋（2－a3 ）＝4
兩數之積為 ab＝（2＋a3 ）×（2－a3 ）＝22－（a3 ）2＝1
所求為   a2－3ab＋b2 

＝（a＋b）2－5ab 
＝42－5×1 
＝11
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9. 如右圖，以 O（0）為圓心，OB 為半徑畫弧，交數線於點 P，則點 
P 的坐標為下列何者？
A 4a5 　B 3a6 　C 2s10 　D s38 。
c 　C　。

x 可得 OP＝OB＝al62＋22 ＝s40 ＝2s10
所以 P 之坐標為 2s10
故選C

10. 已知有一最新手機號稱為 6.1 吋螢幕（即對角線長 6.1 吋），若螢幕長度為 5 
吋，則螢幕寬度大約為多少吋？

A 2 吋　B 2.5 吋　C 3 吋　D 3.5 吋。
c 　D　。

x 螢幕寬度為 al6.12－52 ＝al12.21 ~3.5（吋）
故選D

11. 如右圖，長方形 ABCD 中，甲、乙、丙皆為正方形，若乙的面積為 6，丙
的面積為 2，則長方形 ABCD 的面積為　　14＋6a3　 　。
x 乙之邊長為 a6 ，丙之邊長為 a2 

得
AD＝a6 ＋a2
CD＝2a6 ＋a2

故長方形 ABCD 面積為 （a6 ＋a2 ）×（2a6 ＋a2 ） 
＝14＋6a3

12. 如右圖，ABCD 為長方形，AB＝3，BC＝5。今若將頂點 D 摺起與 BC 邊

上的點 F 重合，則摺痕 AE 的長度為
6
　

5s10
3
　。

x 設 DE＝EF＝x
在△ABF 中，BF＝alAF 2－AB 2 ＝al52－32 ＝4，故 CF＝1

在△EFC 中，x2＝（3－x）2＋12 ! x＝
5
3

在△AEF 中，AE ＝al52＋x2 

＝zx5
2＋（

5
3）

2

 

＝
5s10

3
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1. 
1
aa
＝
aa
a
。

2. 
1

aa＋ab
＝
aa－ab

a－b
。

3. 
1

aa－ab
＝
aa＋ab

a－b
。

4. 
1

a－ab
＝

a＋ab
a2－b

。

L：

1 
1
aa
＝

aa
aa×aa

＝
aa
a
。

2 
1

aa＋ab
＝

aa－ab
（aa＋ab ）×（aa－ab）

＝
aa－ab

a－b
。

3 
1

aa－ab
＝

aa＋ab
（aa－ab）×（aa＋ab）

＝
aa＋ab

a－b
。

4 
1

a－ab
＝

a＋ab
（a－ab）×（a＋ab）

＝
a＋ab
a2－b

。

根式分母有理化銜接焦點 1

例題 1
將下列各式的分母有理化：

1 
1
a2
＝
4
　
a2
2
　。 2 

1
a3 ＋a2

＝　　a3 －a2　　。

3 
6

a5 －a2
＝　　2a5 ＋2a2 　　。 4 

2
a5 ＋1

＝
7
　　

a5  －1
2

　　。

x 
1 

1
a2
＝

a2
a2 ×a2

＝
a2
2

2 
1

a3 ＋a2
＝

a3 －a2
（a3 ＋a2）×（a3 －a2）

＝
a3 －a2

1
＝a3 －a2

3 
6

a5 －a2
＝

6×（a5 ＋a2）
（a5 －a2）×（a5 ＋a2 ）

＝
6×（a5 ＋a2 ）

3
＝2×（a5 ＋a2 ）＝2a5 ＋2a2 

4 
2

a5 ＋1
＝

2×（a5 －1）
（a5 ＋1）×（a5 －1）

＝
2×（a5 －1）

4
＝
a5 －1

2

高中先修課程
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練習 1
將下列各式的分母有理化：

1 
1
a3
＝
4
　
a3
3
　。 2 

1
a5 ＋a3

＝
7
　　

a5 －a3
2

　　。

3 
4

a6 －a2
＝　　a6 ＋a2 　　。 4 

2
a5 －1

＝
7
　　

a5＋1
2

　　。

x 
1 

1
a3
＝

a3
a3×a3

＝
a3
3

2 
1

a5＋a3
＝

a5 －a3
（a5＋a3）×（a5－a3）

＝
a5 －a3

2

3 
4

a6－a2
＝

4×（a6＋a2）
（a6 －a2 ）×（a6 ＋a2）

＝
4×（a6 ＋a2 ）

4
＝a6 ＋a2

4 
2

a5－1
＝

2×（a5＋1）
（a5 －1）×（a5 ＋1）

＝
2×（a5 ＋1）

4
＝
a5 ＋1

2

J 已知 aMbM0，則：
1 al（a＋b）＋2sab  ＝aa ＋ab 。
2 al（a＋b）－2sab  ＝aa －ab 。

L：

已知 aMbM0，則：
1 al（a＋b）＋2sab  ＝al（aa ＋ab ）2 ＝|aa ＋ab |＝aa ＋ab。
2 al（a＋b）－2sab  ＝al（aa －ab ）2 ＝|aa －ab |＝aa －ab。

雙重根式的化簡銜接焦點 2

例題 2
化簡下列雙重根式：

1 al3＋2a2  ＝　　a2 ＋1　　。 2 al3－2a2  ＝　　a2 －1　　。
3 al11＋4a6  ＝　　2a2 ＋a3 　　。 4 al14 －s96  ＝　　2a3 －a2 　　。
x 1 al3＋2a2  ＝a2 ＋a1 ＝a2 ＋1

2 al3－2a2  ＝a2 －a1 ＝a2 －1
3 al11＋4a6  ＝al11＋2s24  ＝a8 ＋a3 ＝2a2 ＋a3
4 al14－s96  ＝al14－2s24  ＝s12 －a2 ＝2a3 －a2

練習 2
化簡下列雙重根式：

1 al4＋2a3  ＝　　a3 ＋1　　。 2 al4－2a3  ＝　　a3 －1　　。
3 al18＋6a5  ＝　　s15 ＋a3 　　。 4 al14－d180  ＝　　3－a5 　　。
x 1 al4＋2a3  ＝a3 ＋a1 ＝a3 ＋1

2 al4－2a3  ＝a3 －a1 ＝a3 －1
3 al18＋6a5  ＝al18＋2s45  ＝s15 ＋a3
4 al14－d180  ＝al14－2s45  ＝a9 －a5 ＝3－a5
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1. 設 f＝
a5 －1

2
，則 f2＋f＝　1　。

x 
f2＋f�＝（

a5 －1
2 ）

2

＋
a5 －1

2
 ＝

6－2a5
4

＋
a5－1

2
 

＝
6－2a5

4
＋

2a5－2
4

＝
4
4
＝1

2. 求值：
2
a2
＋

1
2－a2

＋
1

2＋a2
＝　　a2 ＋2　　。

x 2
a2
＋

1
2－a2

＋
1

2＋a2
 

＝
2×a2
a2×a2

＋
2＋a2

（2－a2 ）×（2＋a2 ）
＋

2－a2
（2＋a2 ）×（2－a2 ）

 

＝
2a2

2
＋

2＋a2
2
＋

2－a2
2

 

＝a2 ＋2

3. 求值：
1

1＋a2
＋

1
a2＋a3

＋
1

a3＋a4
＋⋯⋯＋

1
s99 ＋d100

＝　9　。

x 1
1＋a2

＋
1

a2＋a3
＋

1
a3＋a4

＋⋯⋯＋
1

s99 ＋d100

＝
a2 －a1

1
＋
a3 －a2

1
＋
a4 －a3

1
＋⋯⋯＋

d100 －s99
1

 

＝－a1 ＋d100 
＝－1＋10 
＝9

4. 化簡雙重根式 al6－s20  ＝　　a5 －1　　。
x al6－s20  ＝al6－2a5  ＝a5 －a1 ＝a5 －1

先修銜接能力檢定
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5. 若 al14＋4s10   的整數部分為 a，小數部分為 b，則 b＝　　s10 －3　　。
x al14＋4s10      ＝al14＋2s40  ＝s10 ＋a4 ＝s10 ＋2 

＝5＋（s10 －3）
可得 a＝5，b＝s10 －3
所求 b＝s10 －3

6. 若 al35－10s10   的整數部分為 a，小數部分為 b，則 b＝　　4－s10 　　。
x al35－10s10    ＝al35－2d250  ＝s25 －s10 ＝5－s10 

＝1＋（4－s10 ）
可得 a＝1，b＝4－s10
所求 b＝4－s10

7. 已知 x＝a2 －1，則 x2＋
1
x2 ＝　6　。

x x＝a2 －1 ! 
1
x
＝

1
a2 －1

＝
a2 ＋1

（a2 －1）×（a2 ＋1）
 ＝
a2 ＋1

1
＝a2 ＋1

x＋
1
x
＝（a2 －1）＋（a2 ＋1）＝2a2

所求 x2＋
1
x2 ＝（x＋

1
x）

2

－2＝（2a2 ）2－2＝6

8. 如右圖：∠C＝90n，∠A＝15n，∠BDC＝30n，若 BC＝1，則  
AB＝　　a6 ＋a2 　　。
x BC＝1 ! BD＝2 且 CD＝a3
又 AD＝BD＝2（∵△ABD 為等腰三角形）
所求 AB ＝alAC 2＋BC 2 

＝al（2＋a3 ）2＋12 
＝j8＋4a3  
＝k8＋2s12 
＝a6 ＋a2
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1. 若 a 為正整數，且 d108 Naa ＜15，則滿足條件的 a 有　117　個。
x d108 Naa ＜15 ! d108 Naa ＜d225
滿足條件的 a 可以是 108，109，⋯⋯，224
共有 117 個

2. 下列哪一個整數與 al2019＋d108   最接近？
A 44　B 45　C 46　D 47。
c 　B　。

x 10＜d108 ＜11
! 2029＜2019＋d108 ＜2030

檢查：
452＝2025
462＝2116

可知 45＜al2019＋d108  ＜46
且 al2019＋d108   最接近 45
故選B

 3. 化簡根式 
6

j7＋s40  
＝　　2a5 －2a2　　。

x 6
j7＋s40

 ＝
6

al7＋2s10
＝

6
a5 ＋a2

 

＝
6×（a5 －a2 ）

（a5 ＋a2 ）×（a5 －a2 ）
 

＝
6×（a5 －a2 ）

3
 

＝2×（a5 －a2 ） 
＝2a5 －2a2 

綜合能力檢定
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4. 已知 a＝
a3 －a2
a3 ＋a2

，則 a2＋
1
a2 ＝　98　。

x a ＝
a3 －a2
a3 ＋a2

＝
（a3 －a2 ）×（a3 －a2 ）
（a3 ＋a2 ）×（a3 －a2 ）

 

＝
5－2a6

1
 

＝5－2a6

! 
1
a

 ＝
1

5－2a6
＝

1×（5＋2a6 ）
（5－2a6 ）×（5＋2a6 ）

 

＝
5＋2a6

1
 

＝5＋2a6

∴a＋
1
a
＝（5－2a6 ）＋（5＋2a6 ）＝10

所求 a2＋
1
a2 ＝（a＋

1
a）

2

－2＝102－2＝98

5. 如右圖：∠C＝90°，∠A＝22.5°，∠BDC＝45°，若 BC＝1，則 
BC
AC

 

的值為　　a2 －1　　。
x BC＝1 ! BD＝a2 且 CD＝1
又 AD＝BD＝a2 （∵△ABD 為等腰三角形）

所求 
BC
AC

 ＝
1

a2 ＋1
＝

1×（a2 －1）
（a2 ＋1）×（a2 －1）

 

＝
a2 －1

1
 

＝a2 －1
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國中複習

1. 數列
將一群數排成一列稱為數列，即 a1，a2，a3，⋯⋯，an，其中 a1 為首項，an 為末項，此數列
共有 n 項。

2. 等差數列
有一個數列 a1，a2，a3，⋯⋯，an，若滿足

a2－a1＝a3－a2＝a4－a3＝⋯⋯＝an－an－1（通常令此差距為 d，稱為公差），
則稱數列為等差數列。

3. 等差數列的第 n 項
一等差數列的首項為 a1，公差為 d，則此數列的第 n 項 an＝a1＋（n－1）d。

4. 等差中項

若 a，b，c 三數依序成等差數列，則 b＝
a＋c

2
。

5. 級數
將一數列 a1，a2，a3，⋯⋯，an 用加號「＋」連結起來稱為級數， 
即 a1＋a2＋a3＋⋯⋯＋an。

6. 等差級數
將一等差數列 a1，a2，a3，⋯⋯，an 用加號「＋」連結起來稱為等差級數， 
即 a1＋a2＋a3＋⋯⋯＋an。

7. 等差級數的和
1 一個等差級數共有 n 項，首項為 a1，公差為 d，則此等差級數和為

Sn＝
n
2
〔2a1＋（n－1）d〕。

2 一個等差級數共有 n 項，首項為 a1，末項為 an，則此等差級數和為

Sn＝
n
2
（a1＋an）。

單元 

數列與級數3
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1. 等差數列｛an｝如下：100，98，96，94，⋯⋯，則此數列的第 36 項為　30　。
x 首項 a1＝100
公差 d＝98－100＝－2
所求第 36 項 a36 ＝a1＋35d 

＝100＋35×（－2） 
＝30

2. 等差數列｛an｝：－50，⋯⋯，50，總共有 51 項，則此數列的公差為　2　。
x 首項 a1＝－50
第 51 項 a51＝50
由 a51＝a1＋50d
! 50＝－50＋50d
! d＝2
所求公差 d＝2

3. 等差數列｛an｝的第 3 項 a3＝9，第 9 項 a9＝3，則首項 a1＝　11　。
x 設首項為 a1，公差為 d

a3＝a1＋2d＝9
a9＝a1＋8d＝3

 

!
a1＝11
d＝－1

所求首項 a1＝11

國中基礎能力檢定
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4. 如右圖，每一直行，每一橫列或任一對角線上的三數皆為等差數列， 
則 b＝　29　。
x 由第三列：3，f，－25 成等差

! f＝
3＋（－25）

2
＝－11

由第二行：b，9，f 成等差 

! 9＝
b＋f

2
 

! 9＝
b＋（－11）

2
 

! b＝29
所求 b＝29

5. 由 1 到 100 的所有正整數的和 1＋2＋3＋⋯⋯＋100＝　5050　。
x 首項 a1＝1
末項 a100＝100

總和為 
100×（a1＋a100）

2
＝

100×（1＋100）
2

＝5050

6. 等差數列｛an｝共有 10 項，第 2 項 a2＝12，第 9 項 a9＝－2，則此數列的所有項的和為 
　50　。
x 設 首項為 a1，公差為 d

a2＝a1＋d＝12
a9＝a1＋8d＝－2

 

!
a1＝14
d＝－2

所有項的和為   
n
2
〔2a1＋（n－1）d〕 

＝
10
2
×〔2×14＋（10－1）×（－2）〕 

＝50

a b c

d 9 e

3 f －25



26 高中數學先修教材

7. 將所有正整數分組如下：
第 1 組：（1﹐2）；第 2 組：（3﹐4）；第 3 組：（5﹐6﹐7﹐8）；⋯⋯；
第 k 組：（2k－1＋1﹐2k－1＋2﹐⋯⋯﹐2k），其中 k 為大於 2 的正整數；⋯⋯依此規律，
則第 6 組之中所有正整數的總和為　1552　。
x 第 6 組為（25＋1﹐25＋2﹐25＋3﹐⋯⋯﹐26）

首項為 25＋1＝33
末項為 26＝64
共有 26－25＝32 項

總和為 
32×（33＋64）

2
＝1552

8. 等差數列｛an｝首項為－113，第 2 項為－105，則此數列自第　16　項開始為正數。
x 首項 a1＝－113，公差 d＝（－105）－（－113）＝8
則第 n 項 an ＝a1＋（n－1）d 

＝－113＋（n－1）×8＞0
! 8（n－1）＞113

! n＞15 
1
8

符合條件的最小自然數為 16
故自第 16 項開始為正數

9. 有一直角三角形三邊長成等差數列，若此三角形周長為 24，則此三角形的面積為　24　。
x 周長為 24，得設三邊長為 8－d，8，8＋d，其中 d＞0
直角三角形 !（8＋d）2＝82＋（8－d）2 

! d＝2
可得三邊長為 6，8，10

所求面積為 
6×8

2
＝24
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10. 籃球場的看臺觀眾席 D 區有 15 排座位，此區每一排都比其前一排多 1 個座位，阿哲坐在第 6 
排，發現此排共有 20 個座位，則觀眾席 D 區總共有　330　個座位。
x 已知 a6＝20 且 d＝1
由 a6＝a1＋5d ! 20＝a1＋5×1 ! a1＝15

∴座位總數為   
n
2
〔2a1＋（n－1）d〕 

＝
15
2
〔2×15＋（15－1）×1〕 

＝330（個）

11. 有大小相同的球若干個，已知全部的球剛好可以
排成一個每邊有 n 個球的正方形。若將全部的球
改排成一個每邊 n＋2 個球的正三角形，也剛好用
完所有的球。則可知全部的球有多少個？

A 36 個　B 64 個　C 100 個　D 144 個。
c 　A　。

x 
依題意 n2＝

（n＋2）×〔1＋（n＋2）〕
2

! n2－5n－6＝0
!（n－6）×（n＋1）＝0
! n＝6 或 n＝－1（不合）
∴全部的球有 62＝36 個
故選A

12. 有一天大寶意外救了國王，國王很高興，答應給大寶一個請求。大寶希望國王從今天起第一
天給他 1 元，第二天給他 2 元，第三天給他 3 元，每天給的錢比前一天多 1 元，連續給 30 
天。則大寶總共可以得到　465　元。
x 1＋2＋3＋4＋⋯⋯＋30＝

30×（1＋30）
2

＝465

∴大寶總共可以得到 465 元
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J 有一個數列 a1，a2，a3，⋯⋯，an，若滿足 
a2

a1
＝

a3

a2
＝

a4

a3
＝⋯⋯＝

an

an－1
（通常令此比

值為 r，稱為公比），則稱數列為等比數列。
L：

1  等比數列首項 a1，公比 r（其中 a1_0，r_0），則此數列的前 n 項為  
a1，a1r，a1r

2，a1r
3，⋯⋯，a1r

n－1。

2 首項 a1，公比 r，則第 n 項 an＝a1r
n－1。

等比數列銜接焦點 1

例題 1
已知數列｛an｝為一等比數列，且 a1＝2，a2＝8，則：
1 此數列的公比為　4　。 2 第 6 項 a6＝　2048　。
3 數字 512 是此數列的第　5　項。
x 

1 公比 r＝
a2

a1
＝4

2 a6＝a1r
5＝2×45＝2048

3 an＝a1r
n－1   ! 512＝2×4n－1 ! 4n－1＝256＝44 

! n－1＝4 ! n＝5
∴512 是此數列的第 5 項

練習 1
已知數列｛an｝為一等比數列，若 a3＝20，a4＝10，則：

1 此數列的公比為
3
　

1
2
　。 2 此數列的首項為　80　。

3 第 8 項 a8＝3
　

5
8
　。 4 

5
256

 是此數列的第　13　項。

x 
1 公比 r＝

a4

a3
＝

10
20
＝

1
2

2 a3＝a1r
2 ! 20＝a1×（

1
2）

2

 !首項 a1＝80

3 a8＝a1r
7＝80×（

1
2）

7

＝
5
8

4 an＝a1r
n－1   ! 

5
256
＝80×（

1
2）

n－1

 !（
1
2）

n－1

＝（
1
2）

12

 

! n－1＝12 ! n＝13

∴
5

256
 是此數列的第 13 項

高中先修課程
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J  將一等比數列 a1，a2，a3，⋯⋯，an 用加號「＋」連結起來稱為等比級數，即
a1＋a2＋a3＋⋯⋯＋an。

1 一個等比級數共有 n 項，首項為 a1，公比 r_1，則此等比級數和為 

Sn＝
a1（1－rn）

1－r
。

2 一個等比級數共有 n 項，首項為 a1，公比為 r＝1，則此等比級數和為 Sn＝na1。

L：

1 公比 r_1
 rSn＝a1＋ a1r＋a1r

2＋⋯⋯＋a1r
n－2 ＋a1r

n－1 ..............................1
 rSn＝ a1r＋a1r

2＋a1r
3＋⋯⋯ ＋a1r

n－1＋a1r
n ....................2

由1－2可得（1－r）Sn＝a1－a1r
n ! Sn＝

a1（1－rn）

1－r
。

b：Sn＝
a1（rn－1）

r－1
。

2 公比 r＝1，則 Sn＝a1＋a1＋a1＋⋯⋯＋a1＝na1（每一項都是 a1）。

等比級數銜接焦點 2

例題 2
試求下列等比級數的和：

1 1＋2＋4＋8＋⋯⋯＋128＝　255　。 2 2－4＋8－16＋⋯⋯＋128＝　86　。
x 1 首項 a1＝1，r＝2

an＝a1r
n－1 ! 128＝1×2n－1 ! n＝8

此級數共有 8 項，總和為 
a1（rn－1）

r－1
＝

1×（28－1）
2－1

＝255

2 首項 a1＝2，公比 r＝－2
an＝a1r

n－1 ! 128＝2×（－2）n－1 ! n＝7

此級數共有 7 項，總和為 
a1（1－rn）

1－r
＝

2×〔1－（－2）7〕

1－（－2）
＝86

練習 2
試求下列等比級數的和：

1 1＋3＋9＋27＋⋯⋯＋243＝　364　。 2 3－9＋27－81＋⋯⋯＋243＝　183　。
x 1 首項 a1＝1，公比 r＝3

an＝a1r
n－1 ! 243＝1×3n－1 ! 3n－1＝35 ! n－1＝5 ! n＝6

此級數有 6 項

總和為 
a1（rn－1）

r－1
＝

1×（36－1）
3－1

＝364

2 首項 a1＝3，公比 r＝－3
an＝a1r

n－1 ! 243＝3×（－3）n－1 !（－3）n－1＝81 ! n－1＝4 ! n＝5
此級數共有 5 項

總和為 
a1（1－rn）

1－r
＝

3〔1－（－3）5〕

1－（－3）
＝183
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J  級數和常以 ∑（唸 sigma 或 summation）來表示，即 a1＋a2＋a3＋⋯⋯＋an＝
 n

∑ 
k＝1

ak。

L：

1 數列的一般項為 ak。

2 k 之值由下標的 1 到上標 n，依序表出 a1，a2，a3，⋯⋯，an，再相加起來。

級數和 
 n

∑ 
k＝1

ak銜接焦點 3

例題 3

1 以 ∑ 表示等差級數和 1＋2＋3＋⋯⋯＋100＝
4
　

 100

∑ 
k＝1

k　。

2 以 ∑ 表示等差級數和 1＋3＋5＋7＋⋯⋯＋99＝
7
　　

 50

∑ 
k＝1
（2k－1）　　。

3 以 ∑ 表示等比級數和 2＋22＋23＋⋯⋯＋210＝
4
　

 10

∑ 
k＝1

2k　。

x 
1 1＋2＋3＋⋯⋯＋100＝

 100

∑ 
k＝1

k

2 1＋3＋5＋7＋⋯⋯＋99＝
 50

∑ 
k＝1
（2k－1）

3 2＋22＋23＋⋯⋯＋210＝
 10

∑ 
k＝1

2k

練習 3

1 以 ∑ 表示等差級數和 2＋4＋6＋⋯⋯＋100＝
4
　

50

∑ 
k＝1

2k　。

2 以 ∑ 表示等比級數和 3＋32＋33＋⋯⋯＋310＝
4
　

 10

∑ 
k＝1

3k　。

x 
1 2＋4＋6＋⋯⋯＋100＝

 50

∑ 
k＝1

2k

2 3＋32＋33＋⋯⋯＋310＝
 10

∑ 
k＝1

3k
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1. 下列哪些數列是等比數列？（多選）
A 1，1，1，1，1 B 1，－1，1，－1，1 C－1，－1，1，1，－1

D 
1
5
，

1
10
，

1
20
，

1
40
，

1
80

 E 
1
5
，

1
10
，

1
15
，

1
20
，

1
25
。

c 　ABD　。

x A ○：公比 r＝1
B ○：公比 r＝－1
C ×：不是等比數列

D ○：公比 r＝
1
2

E ×：不是等比數列

故選ABD

2. 已知 a，12，9 三數依序成等比數列，則 a＝　16　。
x 依題意，122＝9×a ! a＝16

3. 設｛an｝是一個等比數列，且 a2＝16，a3＝－32，則：
1 公比 r＝　－2　。
2 首項 a1＝　－8　。
3 數字－2048 是此數列的第　9　項。
x 

1 公比 r＝
a3

a2
＝
－32
16
＝－2

2 a2＝a1r ! 16＝a1×（－2）!首項 a1＝－8
3 an＝a1r

n－1   !－2048＝（－8）×（－2）n－1 
!（－2）n－1＝256 ! n－1＝8 ! n＝9

∴－2048 是第 9 項

4. 若一等比級數的首項為 a1＝3，公比為 2，則其前 4 項的和為　45　。
x 
前 4 項的和 S4＝

a1（r4－1）
r－1

＝
3×（24－1）

2－1
＝45

先修銜接能力檢定
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5. 若一等比級數的首項為 a1＝3，公比為－
1
2
，則其前 4 項的和為

4
　

15
8
　。

x 

前 4 項的和 S4＝
a1（1－r4）

1－r
＝

3× 1－（－
1
2）

4

1－（－
1
2） 

＝
15
8

6. 以 ∑ 表示級數和（3＋5×1）＋（32＋5×2）＋（33＋5×3）＋⋯⋯＋（310＋5×10）＝ 

8
　　

10

∑ 
k＝1
（3k＋5k）　　。

x 
（3＋5×1）＋（32＋5×2）＋（33＋5×3）＋⋯⋯＋（310＋5×10）＝

 10

∑ 
k＝1
（3k＋5k）

7. 等比級數 2－
2
3
＋

2
9
－

2
27
＋

2
81
－

2
243

 的和為
5
　

364
243
　。

x 
首項 a1＝2，公比 r＝－

1
3

此級數共有 6 項

總和為 
a1（1－r6）

1－r
＝

2× 1－（－
1
3）

6

 

1－（－
1
3） 

＝
364
243

8. 有一天二寶意外救了國王，國王很高興，答應給二寶一個請求。二寶希望國王從今天起第一
天給他 1 元，第二天給他 2 元，第三天給他 4 元，每天給的錢是前一天的兩倍，連續給 30 
天，則二寶總共可得到　　1073741823　　元。
x 1＋2＋22＋23＋⋯⋯＋229

＝
1×（230－1）

2－1
＝230－1
＝1073741823
∴二寶總共可以得到 1073741823 元
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1. 已知數列｛an｝為一等差數列，若 a3＝1，a5＝5，則此數列的
1 公差為　2　。 2 首項為　－3　。
3 第 8 項 a8＝　11　。 4 前 6 項的總和為　12　。
x 1 設首項 a1，公差 d

a3＝a1＋2d＝1
a5＝a1＋4d＝5

 !
a1＝－3
d＝2

∴公差 d＝2
2 首項 a1＝－3
3 a8＝a1＋7d＝（－3）＋7×2＝11

4 前 6 項的總和 為   
6×〔2a1＋（6－1）×d〕

2
 

＝
6×〔2×（－3）＋5×2〕

2
＝12

2. 已知數列｛an｝為一等比數列且公比大於 0，若 a3＝20，a5＝5，則此數列的

1 公比為
3
　

1
2
　。 2 首項為　80　。

3 第 8 項 a8＝ 3
　

5
8
　。 4 前 6 項的總和為

5
　

315
2
　。

x 1 設首項 a1，公比 r

a3＝a1r
2＝20

a5＝a1r
4＝5

 !
a1＝80

r＝±
1
2
（取正）

∴公比 r＝
1
2

2 首項 a1＝80

3 a8＝a1r
7＝80×（

1
2）

7

＝80×
1

128
＝

5
8

4 前 6 項的總和為   
a1（1－r6）

1－r
 

＝

80× 1－（
1
2）

6

 

1－
1
2

 
＝

315
2

綜合能力檢定
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3. 級數和 
 4

∑ 
k＝1
（3k－3k＋3）之值為　102　。

x 
 4

∑ 
k＝1
（3k－3k＋3） ＝（31－3×1＋3）＋（32－3×2＋3）＋（33－3×3＋3）＋（34－3×4＋3） 

＝3＋6＋21＋72 
＝102

4. 某電影院共有 15 排座位，已知每一排均比前排多 2 個座位，若第 7 排有 30 個座位，則可知
電影院總共有　480　個座位。
x 已知座位數公差 d＝2
設第 n 排座位數為 an

a7＝a1＋6d   ! 30＝a1＋6×2 
! a1＝18

座位總數為   
15×〔2a1＋（15－1）×d〕

2
 

＝
15×（2×18＋14×2）

2
 

＝480
∴共有 480 個座位

5. 如右圖，有一邊長為 6 公分的正方形 S1，若以 S1 邊長的一半為
邊長作一正方形 S2，再以 S2 邊長的一半為邊長再作一正方形 
S3，⋯⋯，依此規律繼續操作，則 S1，S2，S3，S4，S5 的面積總

和為
5
　

3069
64
　平方公分。

x S1＋S2＋S3＋S4＋S5

＝62＋（
6
2）

2

＋（
6
22 ）

2

＋（
6
23 ）

2

＋（
6
24 ）

2

＝

62× 1－（
1
4）

5

 

1－
1
4

 
　（b：首項為 62，公比為 

1
4）

＝
3069
64
（平方公分）
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國中複習

1. 數線
任意實數 a 都可以在數線上找到它對應的位置，如圖1。

2. 絕對值
若 x 為任意數，則|x|表示 x 到原點的距離。

3. 數線上兩點距離
若數線上 A（a），B（b），則 A、B 兩點的距離為 AB＝|a－b|，如圖2。

4. 數線上中點公式

若數線上 A（a），B（b），則 AB 的中點坐標為 
a＋b

2
，如圖3。

5. 平面直角坐標系
由兩條互相垂直的數線構成，平面上的所有點都有對應的坐標（a﹐b），其中 a 稱為 x 坐標， 
b 稱為 y 坐標，如圖4。

6. 兩點距離
坐標平面上，A（x1﹐y1），B（x2﹐y2）兩點的距離為 AB＝al（x1－x2）

2＋（y1－y2）
2 ，如圖5。

7. 中點坐標

坐標平面上，A（x1﹐y1），B（x2﹐y2），則 AB 的中點坐標為（
x1＋x2

2
﹐

y1＋y2

2 ），如圖6。

圖$ 圖% 圖^

8. 函數的意義
對於每一個 x 值，都恰有一個 y 值與之對應，則稱 y 是 x 的函數，以符號 y＝f（x）表示。其中
稱 x 為自變數，稱 y 為應變數。

9. 函數圖形
設 y＝f（x）是一個函數，則在直角坐標平面上，所有這樣的點（x﹐y）所構成的圖形，即為此函
數 y＝f（x）的圖形。

圖!

圖@

圖#

單元 

坐標與函數4
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10. 線型函數圖形
若 a，b 為實數，則 y＝f（x）＝ax＋b 稱為線型函數。
1  若 a_0，則 y＝f（x）＝ax＋b 為一次函數，其圖形
是一條斜直線，如圖7。

2  若 a＝0，則 y＝b 為常數函數，其圖形是一條水平
線，如圖8。

11. 二次函數的圖形
設二次函數為 y＝a（x－h）2＋k，則：
1  a＞0，圖形為開口向上的拋物線， 
頂點（h﹐k）為最低點，如圖9。

2  a＜0，圖形為開口向下的拋物線， 
頂點（h﹐k）為最高點，如圖0。

3  |a|值愈大，則拋物線的開口愈小； 
|a|值愈小，則拋物線的開口愈大，如圖q。

12. 二次函數的最大值與最小值
設二次函數為 y＝a（x－h）2＋k，
1 a＞0，拋物線的開口向上，則在 x＝h 時，y 有最小值 k。
2 a＜0，拋物線的開口向下，則在 x＝h 時，y 有最大值 k。

13. 二次函數的圖形的平移
已知 h＞0，k＞0
1 右移 h 單位：y＝ax2 ! y＝a（x－h）2。

2 左移 h 單位：y＝ax2 ! y＝a（x＋h）2。

3 上移 k 單位：y＝ax2 ! y＝ax2＋k。
4 下移 k 單位：y＝ax2 ! y＝ax2－k。
5 不論左右或上下平移，開口方向及大小都沒有改變，但是頂點位置可能會改變。

（0，－k）

O x

y
y＝ax 2＋k

y＝ax 2

y＝ax 2－k
（0，k）

圖7 圖8

圖9 圖0

圖q



37單元 4　坐標與函數

1. 已知一次函數 f（x）＝3x－1，則 f（1）＋f（2）＋f（－3）＝　－3　。
x 所求為   f（1）＋f（2）＋f（－3） 

＝（3×1－1）＋（3×2－1）＋〔3×（－3）－1〕 
＝2＋5＋（－10） 
＝－3

2. 已知 a＜0，b＞0，則直線 y＝ax＋b 圖形不通過下列哪一個象限？
A第一象限　B第二象限　C第三象限　D第四象限。

c 　C　。

x 
x 0 －

b
a

y b 0

其中 b＞0，－
b
a
＞0

如右圖：y＝ax＋b 圖形
不通過第三象限

故選C

3. 如右圖，直線 L 為線型函數 f（x）＝ax＋b，則 f（0）＝　45　。
x f（66）＝66a＋b＝89

f（99）＝99a＋b＝111
 

!
a＝

2
3

b＝45

∴f（x）＝
2
3

 x＋45

故所求 f（0）＝45

國中基礎能力檢定
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4. 若 y＝ax＋b 的圖形是一條通過點（－4﹐3）的水平直線，則數對（a﹐b）＝　（0﹐3）　。
x 1 水平直線! a＝0

2 又通過（－4﹐3）! b＝3
故所求數對（a﹐b）＝（0﹐3）

5. 直角坐標平面原點 O（0﹐0）到直線 L：3x＋4y－12＝0 上的所有點的距離之中，最小距離為 

4
　

12
5
　。

x L：3x＋4y－12＝0
x 0 4
y 3 0
直線 L 與坐標軸交於 A（4﹐0），B（0﹐3）
令 O 到 L 的最小距離為 h
如右圖

h ＝
OA×OB

AB
＝

4×3
5

 

＝
12
5

6. 已知二次函數 f（x）的頂點為（1﹐2），且通過點（3﹐4），則此二次函數  

f（x）＝
8
　　

1
2
（x－1）2＋2　　。

x 設 f（x）＝a（x－1）2＋2

過（3﹐4），代入得 4＝4a＋2 ! a＝
1
2

所求 f（x）＝
1
2
（x－1）2＋2
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7. 已知 f（x）＝－2（x－3.3）2＋4，則下列的函數值之中哪一個最大？
A f（2）　B f（3）　C f（4）　D f（5）。
c 　B　。

x y＝f（x）＝－2（x－3.3）2＋4 的圖形開口向下，頂點為（3.3﹐4）
若 x 值愈靠近 3.3，則 f（x）值愈大
故選B 

8. 已知 f（x）＝2（x－3.3）2－4，則下列的函數值哪一個最大？
A f（2）　B f（3）　C f（4）　D f（5）。
c 　D　。

x y＝f（x）＝2（x－3.3）2－4 的圖形開口向上，頂點為（3.3﹐－4）
若 x 值離 3.3 愈遠，則 f（x）值愈大
故選D

9. 二次函數 y＝x2＋9x－36 的圖形與 x 軸交於相異兩點 A、B，則 AB 的長度為　15　。
x 令 y＝0   ! x2＋9x－36＝0 

!（x－3）（x＋12）＝0 
! x＝3 或 x＝－12

設 A（3﹐0），B（－12﹐0）
則 AB 的長度為|3－（－12）|＝15
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10. 已知 k＞0，若二次函數 f（x）＝x2＋3 向右平移 k 單位可通過點（0﹐7），則 k 之值為　2　。
x y＝f（x）＝x2＋3 

向右平移 k 單位
———————→  y＝f（x）＝（x－k）2＋3

過（0﹐7），代入得 7＝（0－k）2＋3
! k2＝4
! k＝±2（取正　∵k＞0）
所求 k＝2

11. 已知由地面算起每爬升 100 公尺，氣溫就下降 0.6 度。若現在地面溫度是 20 度，阿雄在高度
為 3600 公尺的山上健行，則他所在位置的氣溫應該是　－1.6　度。
x 20－0.6×

3600
100
＝－1.6

故所求溫度為－1.6 度

12. 如右圖是二次函數 y＝2x2＋bx＋c 的圖形，則數對（b﹐c） 
＝　（－12﹐17）　。
x 由題圖可知

y ＝2（x－3）2－1 
＝2（x2－6x＋9）－1 
＝2x2－12x＋17
與 y＝2x2＋bx＋c 同義
可得 b＝－12，c＝17
所求數對（b﹐c）＝（－12﹐17）
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J 數線上有相異兩點 A（a），B（b），若點 P 是 AB 上的分點，且滿足  

AP：PB＝m：n，其中 m，n 皆為正實數，則點 P 的坐標為 
na＋mb
m＋n

。

L

1 假設 a＜b，令 P（x），由 AP：PB＝m：n 
!（x－a）：（b－x）＝m：n ! n（x－a）＝m（b－x）

!（m＋n）x＝na＋mb ! x＝
na＋mb
m＋n

。

2  平面上有相異兩點 A（x1﹐y1）與 B（x2﹐y2），若點 P 為 AB 上的
分點，使得 AP：PB＝m：n，分別討論 x 坐標及 y 坐標的分

點公式，則可得到點 P 的坐標為（
nx1＋mx2

m＋n
﹐

ny1＋my2

m＋n ）。

分點公式銜接焦點 1

例題 1
1 數線上兩點 A（－3），B（11），若點 P（x）在 AB 上，且 AP：PB＝5：2，則 x＝　7　。
2 坐標平面上 A（1﹐－3），B（11﹐12），若點 P 在 AB 上，且滿足 AP：PB＝2：3，則點 P 的坐
標為　（5﹐3）　。

x 
1 x＝

（－3）×2＋11×5
5＋2

＝7

2 設 P（x﹐y），則    x＝
1×3＋11×2

2＋3
＝5，y＝

（－3）×3＋12×2
2＋3

＝3

∴點 P（5﹐3）

練習 1
1 數線上兩點 A（3），B（－9），若點 Q（x）在 AB 上，且 AQ：QB＝2：1，則 x＝　－5　。
2 坐標平面上 A（－3﹐2），B（4﹐9），若點 Q 在 AB 上，且滿足 AQ：QB＝4：3，則點 Q 的坐
標為　（1﹐6）　。

x 
1 x＝

3×1＋（－9）×2
2＋1

＝－5

2 設 Q（x﹐y）

則 x＝
（－3）×3＋4×4

4＋3
＝1，y＝

2×3＋9×4
4＋3

＝6

∴點 Q（1﹐6）

高中先修課程
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J 將二次函數 f（x）＝ax2＋bx＋c 整理成 f（x）＝a（x－h）2＋k 的型式，即是對二次函數配方，
如此可知二次函數 f（x）＝ax2＋bx＋c 的頂點為（h﹐k），對稱軸為 x＝h。
L

1 使用配方法的步驟如下：
1 x2 項及 x 項提出係數 a，使得 x2 項的係數為 1。
2 x2 項及 x 項配成完全平方。
3 調整常數項。

2 f（x） ＝ax2＋bx＋c 

＝a（x2＋
b
a

 x）＋c 

＝a x2＋2．
b
2a
．x＋（

b
2a）

2

＋c－a．（
b

2a）
2

 

＝a（x＋
b
2a）

2

＋
4ac－b2

4a
。

二次函數與配方法銜接焦點 2

例題 2
1 二次函數 f（x）＝x2＋4x＋3 的頂點為　（－2﹐－1）　。
2 二次函數 f（x）＝－x2＋2x＋5 的頂點為　（1﹐6）　。
3 二次函數 f（x）＝3x2－18x－27 的頂點為　（3﹐－54）　。
x 1 f（x）＝（x2＋4x）＋3＝（x2＋2．2．x＋22）＋3－22＝（x＋2）2－1

∴頂點為（－2﹐－1）
2 f（x）＝－（x2－2x）＋5＝－（x2－2．1．x＋12）＋5＋12＝－（x－1）2＋6
∴頂點為（1﹐6）

3 f（x）＝3（x2－6x）－27＝3（x2－2．3．x＋32）－27－3．32＝3（x－3）2－54
∴頂點為（3﹐－54）

練習 2
1 二次函數 f（x）＝x2－4x＋9 的頂點為　（2﹐5）　。
2 二次函數 f（x）＝－x2－2x＋5 的頂點為　（－1﹐6）　。

3 二次函數 f（x）＝－2x2－2x－2 的頂點為
8
　　（－

1
2
﹐－

3
2）　　。

x 1 f（x）＝（x2－4x）＋9＝（x2－2．2．x＋22）＋9－22＝（x－2）2＋5
∴頂點為（2﹐5）

2 f（x）＝－（x2＋2x）＋5＝－（x2＋2．1．x＋12）＋5＋12＝－（x＋1）2＋6
∴頂點為（－1﹐6）

3  f（x）＝－2（x2＋x）－2＝－2 x2＋2．
1
2
．x＋（

1
2）

2

－2＋2．（
1
2）

2

＝－2（x＋
1
2）

2

－
3
2

∴頂點為（－
1
2
﹐－

3
2）
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1. 數線上兩點 A（－5），B（15），若點 P（x）在 AB 上，且 AP：PB＝2：3，則 x＝　3　。
x x＝

（－5）×3＋15×2
2＋3

＝3

2. 數線上 A（a），B（18），若點 M（－1）是 AB 的中點，則 a 之值為　－20　。
x 
依題意，

a＋18
2
＝－1 ! a＝－20

3. 坐標平面上 A（1﹐－2），B（13﹐16），若點 Q 在 AB 上，且滿足 AQ：QB＝1：5，則點 Q 的
坐標為　（3﹐1）　。
x 設 Q（x﹐y）

則   x＝
1×5＋13×1

1＋5
＝3 

y＝
（－2）×5＋16×1

1＋5
＝1

∴點 Q（3﹐1）

4. 坐標平面上 A（a﹐－5），B（3﹐b），若點 Q（－1﹐2）是 AB 的中點，則數對（a﹐b） 
＝　（－5﹐9）　。
x 依題意，

a＋3
2
＝－1

－5＋b
2
＝2

!
a＝－5
b＝9

∴數對（a﹐b）＝（－5﹐9）

先修銜接能力檢定
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5.  試求下列各小題中的實數數對（p﹐q）：
1  x2＋4x＋3＝（x－p）2＋q，則數對（p﹐q）＝　（－2﹐－1）　。

2 －x2＋x－2＝－（x－p）2＋q，則數對（p﹐q）＝
8
　　（

1
2
﹐－

7
4）　　。

3  2x2＋6x－3＝2（x－p）2＋q，則數對（p﹐q）＝
8
　　（－

3
2
﹐－

15
2 ）　　。

4 －3x2＋x＋2＝－3（x－p）2＋q，則數對（p﹐q）＝
8
　　（

1
6
﹐

25
12）　　。

x 1 x2＋4x＋3 ＝（x2＋2．2．x＋22）＋3－22 
＝（x＋2）2－1

∴數對（p﹐q）＝（－2﹐－1）
2 －x2＋x－2 ＝－（x2－x）－2 

＝－ x2－2．
1
2
．x＋（

1
2）

2

－2＋（
1
2）

2

 

＝－（x－
1
2）

2

－
7
4

∴數對（p﹐q）＝（
1
2
﹐－

7
4）

3 2x2＋6x－3 ＝2（x2＋3x）－3 

＝2 x2＋2．
3
2
．x＋（

3
2）

2

－3－2．（
3
2）

2

 

＝2（x＋
3
2）

2

－
15
2

∴數對（p﹐q）＝（－
3
2
﹐－

15
2 ）

4 －3x2＋x＋2 ＝－3（x2－
1
3

 x）＋2 

＝－3 x2－2．
1
6
．x＋（

1
6）

2

＋2＋3．（
1
6）

2

 

＝－3（x－
1
6）

2

＋
25
12

∴數對（p﹐q）＝（
1
6
﹐

25
12）
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6. 已知 f（x）＝2x2－8x＋m 的最小值為 160，則 m＝　168　。
x f（x） ＝2x2－8x＋m 

＝2（x2－4x）＋m 
＝2（x－2）2＋m－8

當 x＝2 時，f（x）有最小值 m－8
即 m－8＝160 ! m＝168

7. 將二次函數 y＝x2＋6x＋3 的圖形上移 k 單位，新圖形與 x 軸恰交於一點，則 k 之值為　6　。
x y＝x2＋6x＋3 ! y＝（x＋3）2－6 
頂點為（－3﹐－6）
上移 6 單位，新圖形和 x 軸恰交於一點
故所求 k＝6

8. 小明想用 60 公尺的鐵絲網在河邊圍成一長方形的菜圃，河邊可當一邊
不用鐵絲網，僅圍其餘三邊。則小明可圍成的長方形菜圃的最大面積

為　450　平方公尺。
x 如右圖，設長方形的兩邊分別為 x，y 公尺

! 2x＋y＝60
面積為   xy 

＝x（60－2x） 
＝－2x2＋60x 
＝－2（x2－30x） 
＝－2（x－15）2＋450

當 x＝15 時，有最大值 450
∴最大面積為 450 平方公尺
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1. 潛水夫在水面下的深度（d 公尺）與身體所承受壓力（p 個大氣壓）有下列關係 p＝k×d＋1（其
中 k 為常數），若在水面下 50 公尺，身體所承受的壓力為 5.97 個大氣壓，則在水面下 100 公
尺，身體所承受的壓力為　10.94　個大氣壓。
x 
依題意 5.97＝k×50＋1 ! k＝

4.97
50

可得 p＝
4.97
50
×d＋1

當 d＝100 代入! p＝
4.97
50
×100＋1＝10.94（個大氣壓）

2. 二次函數 f（x）＝（x－2）2＋x2＋（x＋5）2 的最小值為　26　。
x f（x） ＝（x－2）2＋x2＋（x＋5）2 

＝3x2＋6x＋29 
＝3（x2＋2x）＋29 
＝3（x＋1）2＋26

當 x＝－1 時，f（x）有最小值 26

3. 坐標平面上 A（1﹐2），B（9﹐－6），若點 P 在 AB 上，且滿足 AP：PB＝5：3，則點 P 的坐標
為　（6﹐－3）　。
x 設 P（x﹐y）

則 x＝
1×3＋9×5

5＋3
＝6，y＝

2×3＋（－6）×5
5＋3

＝－3

∴點 P（6﹐－3）

綜合能力檢定
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4. 若二次函數 f（x）＝2x2＋4x＋k 的圖形和 x 軸沒有交點，則實數 k 可能為下列何者？（多選）
A－6　B－3　C 0　D 3　E 6。
c 　DE　。

x f（x） ＝2x2＋4x＋k 
＝2（x2＋2x）＋k 
＝2（x2＋2．1．x＋12）＋k－2．12 
＝2（x＋1）2＋k－2

∴頂點為（－1﹐k－2）
如右圖，二次函數圖形和 x 軸沒有交點
!頂點（－1﹐k－2）在 x 軸上方
! k－2＞0
! k＞2
故選DE

5. 設 p，q，r 皆為介於 2 與 10 之間的實數，且滿足 
a6 |p－2|＝a7 |p－10|，a7 |q－2|＝a8 |q－10|，a5 |r－2|＝a6 |r－10|，

請比較 p，q，r 的大小，下列選項何者正確？
A p＞q＞r　B q＞r＞p　C q＞p＞r　D r＞p＞q。
c 　D　。

x 
依題意， |p－2|：|p－10|＝a7 ：a6 ＝1：

a6
a7

 

|q－2|：|q－10|＝a8 ：a7 ＝1：
a7
a8

 

|r－2|：|r－10|＝a6 ：a5 ＝1：
a5
a6

∵
a5
a6
＜
a6
a7
＜
a7
a8

∴r 最靠近 10，其次為 p，再其次為 q
得 r＞p＞q
故選D
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國中複習

1. 1 三角形的內角和為 180n。
2 正三角形的每一內角為 60n。
3 外角定理：如右圖，q＝q1＋q2。

2. 1 正 n 邊形的內角和為（n－2）×180n。

2 正 n 邊形的任一內角為 
（n－2）×180n

n
。

3. 三角形的邊角關係
在同一個三角形中：

1 任意兩邊和大於第三邊，任意兩邊差小於第三邊。
2 大角對大邊，小角對小邊。

4. 三角形的全等
若△ABCw△DEF，
則兩個三角形的對應角相等且對應邊相等。

5. SSA
已知兩三角形△ABC 與△DEF，
∠A＝∠D 且 AB＝DE，BC＝EF，
則兩個三角形可能全等也可能不全等。

6. 三角形的相似
若△ABC∼△DEF，
則兩個三角形的對應角相等且對應邊成比例。

7. 直角三角形的畢氏定理
若直角三角形的斜邊長為 c，兩股長分別為 a，b，
則 c2＝a2＋b2。

8. 直角三角形斜邊上的高

如右圖：斜邊上的高 h＝
ab
c
。

單元 

三角比5
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9. 直角三角形母子相似定理
在△ABC 中，∠ACB＝90n，CD⊥AB，
則 CD 2＝AD×BD。

10. 內分比性質
在△ABC 中，AD 平分∠BAC，
則 BA：AC＝BD：DC。

11. 平行線截三角形兩邊成比例線段性質
如右圖，若 DE7BC，則 AD：DB＝AE：EC。

12. 三角形的心
1 重心，如圖1：三中線的交點。

2 外心，如圖2：三邊中垂線的交點。

3 垂心，如圖3：三邊上高的交點。

4 內心，如圖4：三內角平分線的交點。

圖1 圖2 圖3 圖4

 

13. 圓外切四邊形
如圖5，若 ABCD 為圓外切四邊形， 
則 AB＋CD＝AD＋BC。

14. 圓內接四邊形對角互補
如圖6，∠1＋∠3＝180n，∠2＋∠4＝180n。

15. 1 對同弧圓周角相等，如圖7，∠1＝∠2＝∠3。
2  對同弧圓心角是圓周角的兩倍，如圖8， 
∠1＝2∠2。

16. 如圖9，弦切角等於截弧所對圓周角!∠1＝∠2。

17. 如圖0，半圓內圓周角為 90n。

18. 特殊立體圖形
1 正四面體，如圖q。

2 正六面體，如圖w。

圖6

圖8圖7

圖9 圖0

圖q 圖w

圖5
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1. 如右圖，正五邊形與正六邊形有共同邊 AB，則∠CAD 的度數為 
　132　度。
x 
∠BAC＝

（5－2）×180n
5

＝108n

∠BAD＝
（6－2）×180n

6
＝120n

故∠CAD ＝360n－108n－120n 
＝132n

2. 如右圖，角度 q＝　110　度。
x 依外角定理

q�＝50n＋（180n－120n） 
＝110n

3. 已知 x 是正整數，若 16，9，x－5 表三角形的三邊長，則滿足此條件的 x 值有　17　個。
x ∵三角形任意兩邊和大於第三邊，且任意兩邊差小於第三邊

可知 16－9＜x－5＜16＋9
! 12＜x＜30
滿足條件的 x 可以是 13，14，15，⋯⋯，29，共 17 個

4. 如右圖，OE＝　a5 　。
x 由畢氏定理，依序求得

OB＝al12＋12 ＝a2 
! OC＝al12＋（a2 ）2 ＝a3 
! OD＝al12＋（a3 ）2 ＝a4  
! OE＝al12＋（a4 ）2 ＝a5 
故 OE＝a5 

5. 如右圖，以直角三角形的三邊為邊長向外作正方形，若正方形 
ABED、BFGC 的面積分別為 36、64，則正方形 ACHI 的面積為 
　100　。
x 正方形 ACHI 面積 ＝AC 2 

＝AB 2＋BC 2 
＝36＋64 
＝100

國中基礎能力檢定
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6. 如右圖，AB＝9，BC＝11，AC＝12，AD＝6，AE＝8，則：

1 DE＝
4
　

22
3
　。

2 △ADE 面積與△ABC 面積的比值為
3
　

4
9
　。

x 1 AD：AB＝6：9＝2：3
AE：AC＝8：12＝2：3
! AD：AB＝AE：AC
!△ADE∼△ABC
可得 DE：BC＝2：3

! DE：11＝2：3 ! DE＝
22
3

2 △ADE 面積與△ABC 面積的比值為 （
2
3）

2

＝
4
9

7. 如右圖，AB 為直徑，點 C 在 AB 上，點 D 在圓弧上，且 AC＝8， 
BC＝3，若 CD⊥AB，則 CD＝　2a6 　。
x 如右圖，作 AD，BD 連線，
依直角三角形母子相似定理可得

CD 2 ＝AC×BC 
＝8×3 
＝24

故 CD＝s24 ＝2a6 

8. 如右圖，O 為圓心，則∠2 為　144　度。
x ∠1＝180n－108n＝72n
故∠2 ＝2∠1 

＝2×72n 
＝144n

9. 如右圖，△ABC 三邊長依序為 5，6，7，且知∠1＝∠2， 

則 BD＝
3
　

5
2
　。

x 依內分比性質

BD：DC ＝BA：AC 
＝5：7

故 BD＝
5

5＋7
×BC＝

5
12
×6＝

5
2
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10. 如右圖，CD＝　8　。
x 如右圖，由 B 向 AD 作垂直線，垂足為 E

則 BE＝AB×
1
2
＝6×

1
2
＝3

故 CD ＝2×al52－32 
＝2×4 
＝8

11. 如右圖，正四面體 ABCD 的邊長為 4a3 ，H 為△BCD 的重心，已知 
AH⊥BH，則：
1 AH＝　4a2 　。
2 正四面體 ABCD 的體積為　16a6 　。
x 1 ∵H 為△BCD 重心

∴延伸 B
ZC

H 與 CD 交點即為 CD 中點，令此交點為 E

則 BH＝
2
3

 BE＝
2
3
×（4a3 ×

a3
2 ）＝4

故 AH ＝alAB 2－BH 2 
＝a l（4a3 ）2－42 
＝s32 ＝4a2 

2 正四面體體積為   
1
3
×△BCD 面積×AH＝

1
3
×

a3
4
×（4a3 ）2 ×4a2  

＝16a6 

12. 如右圖，OABCPQRS 為一長方體，OA＝2，OC＝3，OP＝4，
1 一隻蜜蜂由點 O 飛到點 R，其最短路徑長為　s29 　。
2 一隻蜜蜂由點 O 爬到點 R，其最短路徑長為　s41 　。
x 1 空間中，OR＝al22＋32＋42 ＝s29  為最短路徑長

2 將長方體展開成平面，考慮下列兩個情形
1 

 ! OR＝al（2＋3）2＋42 ＝s41 

2  ! OR＝al（4＋3）2＋22 ＝s53 

綜合1、2，最短路徑長為 s41 
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1. 特別角

2. 畢氏三元組
已知 m，n 為兩正整數且 m＞n，則 m2－n2，m2＋n2，2mn 可為一個直角三角形的三邊長。
L：

1  因為（m2＋n2）2＝（m2－n2）2＋（2mn）2， 
所以可形成直角三角形，如右圖所示。

2 其它常見的直角三角形

直角三角形銜接焦點 1

例題 1
1 如右圖，x＝　5　。
x 底邊上的高為 al152－92 ＝12
故 x ＝al132－122  
＝5

2 依畢氏三元組，給定 m＝6，n＝3，可得直角三角形三邊長為　　27，36，45　　。
x m2－n2＝62－32＝27

m2＋n2＝62＋32＝45
2mn＝2×6×3＝36

　

∴三邊長為 27，36，45

高中先修課程
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練習 1
1 如右圖，x＝　6a3 　。
x x ＝（3×a3 ）×2 

＝6a3 

2 依畢氏三元組，給定 m＝5，n＝1，可得直角三角形三邊長為　　10，24，26　　。
x m2－n2＝52－12＝24

m2＋n2＝52＋12＝26
2mn＝2×5×1＝10

　

∴三邊長為 10，24，26

J 銳角的正弦、餘弦、正切

1 sin q＝
a
c
　（

對邊

斜邊）
2 cos q＝

b
c
　（

鄰邊

斜邊）
3 tan q＝

a
b
　（

對邊

鄰邊）
L：

1 三角形 ABC 中，∠A、∠B、∠C 的對邊分別為 a、b、c。
如右圖，對 q 角而言，c 為斜邊，a 為對邊，b 為鄰邊。

2 sin 唸「sine」（正弦）；cos 唸「co－sine」（餘弦）；tan 唸「tangent」（正切）。
3 確定了直角三角形的三邊長，也就可以得到「正弦」，「餘弦」，「正切」的值。

三角比銜接焦點 2

例題 2
1 如右圖，

1 x＝　s11 　。　

2 cos q＝
4
　
s11

6
　。

x 1 x＝al62－52 ＝s11 

2 cos q＝
s11

6
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2 如右圖，

1 sin 30n＝
3
　

1
2
　。　 2 cos 30n＝

4
　
a3  
2
　。　

3 tan 30n＝
4
　
a3  
3
　。

x 
1 sin 30n＝

1
2

2 cos 30n＝
a3  
2

3 tan 30n＝
1
a3
＝
a3
3

練習 2
1 如右圖，

1 x＝　7　。　 2 sin q＝
3
　

7
25
　。

x 1 x＝al252－242 ＝7

2 sin q＝
7

25

2 如右圖，

1 sin 45n＝
4
　
a2  
2
　。　 2 cos 45n＝

4
　
a2  
2
　。　

3 tan 45n＝　1　。
x 

1 sin 45n＝
1
a2
＝
a2
2

2 cos 45n＝
1
a2
＝
a2
2

3 tan 45n＝
1
1
＝1
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1. 如右圖，正方形的面積為　289　。
x 正方形的面積為 152＋82＝289

2. 如右圖，

1 sin 60n＝
4
　
a3  
2
　。  2 cos 60n＝

3
　

1
2
　。 

3 tan 60n＝　a3 　。
x 

1 sin 60n＝
a3  
2

2 cos 60n＝
1
2

3 tan 60n＝
a3  
1
＝a3 

3. 如右圖，
1 x＝　2　。  2 y＝　2a3 　。
x ∠ABC＝90n－30n＝60n

1 x＝4×
1
2
＝2

2 y＝4×
a3  
2
＝2a3 

4. 如右圖，

1 x＝　10　。  2 sin A＝
3
　

5
13
　。

3 tan A＝
3
　

5
12
　。

x 1 x＝al262－242 ＝10

2 sin A＝
10
26
＝

5
13

3 tan A＝
10
24
＝

5
12

先修銜接能力檢定
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5. 如右圖，
1 x＝　25　。 2 y＝　25　。 3 z＝　24　。
x 1 x＝al242＋72 ＝25

2 x：（x＋y）＝7：14
! 25：（25＋y）＝7：14
! y＝25

3 24：（24＋z）＝7：14
! z＝24

6. 如右圖，

1 sin A＝
3
　

3
5
　。 2 cos A＝

3
　

4
5
　。 3 tan A＝

3
　

3
4
　。

4 sin B＝
3
　

4
5
　。 5 cos B＝

3
　

3
5
　。 6 tan B＝

3
　

4
3
　。

x 
1 

3
5
；2 

4
5
；3 

3
4
；

4 
4
5
；5 

3
5
；6 

4
3

7. 如右圖，已知 tan 40n~0.8391，則 h~　12.59　。（四捨五入取到小數
點後第二位）

x tan 40n＝
h
15

 ! 0.8391~
h
15

! h~15×0.8391~12.5865~12.59

8. 如右圖，小明的身高 180 公分，前方有一座垂直路面的路燈，當他
站在離路燈底座 7 公尺處，發現自己影長為 3 公尺，試問路燈的高
度是　6　公尺。
x 設路燈 h 公尺

3：（3＋7）＝1.8：h
! 3h＝18
! h＝6
∴路燈高度為 6 公尺
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1. 如右圖，試求出 tan 15n＝　　2－a3 　　。
x 如右圖

tan 15n ＝
1

2＋a3  
 

＝2－a3 

2. 如右圖，圓內接三角形 ABC，AB＝6，∠ACB＝30n，則此外接圓的半徑
為　6　。
x 設圓半徑為 R
如右圖，作直徑 AD
∠ADB＝∠ACB＝30n
在△ABD 中，∠ABD＝90n（半圓內圓周角 90n）

sin 30n＝
AB
AD

! 
1
2
＝

6
2R

 ! R＝6

∴外接圓半徑為 6

3. 如右圖，分別以直角三角形三邊長為直徑作出三個半圓，則陰影
部分的面積為　24　。
x 斜邊為 al62＋82 ＝10

陰影部分面積為   
1
2
×32p＋

1
2
×42p－（

1
2
×52p－

6×8
2 ） 

＝24　（b：陰影部分面積＝直角三角形面積）

綜合能力檢定
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4. 如右圖，P 為 AB 中點，Q，R 為 AC 的三等分點， 

則 
△PQR 的面積
△ABC 的面積

＝
3
　

1
6
　。

x AP＝
1
2

 AB，QR＝
1
3

 AC

故 
△PQR 面積
△ABC 面積

＝
1
2
×

1
3
＝

1
6

5. 如右圖，一根木棍 AB 原本倚靠牆上，在地面上滑動了 30 公分成
為 A'B'，則此木棍的長度為　　60a3 ＋60a2 　　公分。
x 設木棍 AB＝A'B'＝x 公分

!

BC＝
1
a2

 x

B'C＝
a3  
2

 x

∴B'C－BC＝30

! 
a3  
2

 x－
1
a2

 x＝30

! 
a3－a2

2
 x＝30

! x＝
60

a3－a2
＝60（a3 ＋a2 ）＝60a3 ＋60a2 

∴木棍長度為 60a3 ＋60a2  公分
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　　生活周遭有許多物品，建築物，藝術品，當我們從不同的角度觀看時，所看到的形狀，就成

為「視圖」。一般立體圖形通常會由六個不同方向（前、後、左、右、上、下）去觀察此立體圖形

的視圖，其中右視圖與左視圖、前視圖與後視圖，上視圖與下視圖兩形狀相同，僅方向相反，因

此，一般情況下我們僅挑選右視圖、前視圖、上視圖（俯視圖）三個視圖即可清楚地表達一個立體

圖形，稱為「三視圖」。

　　影片解說：https://www.youtube.com/watch?v=CwQg6DS8fKg

單元 

立體圖與三視圖6
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例題 1
試在方格中繪出下方立體圖形的三視圖。

x 

前視圖 右視圖 俯視圖

練習 1
試在方格中繪出下方立體圖形的三視圖。

x 

前視圖 右視圖 俯視圖
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例題 2
下列哪一個選項是此物體的俯視圖？

A B C 

 

x 　C　。

練習 2
下列哪一個選項是此物體的俯視圖？

A B C 

 

x 　A　。
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例題 3

由下方三視圖繪製出原立體圖形。

（前視圖） （右視圖） （俯視圖）

x 由上方實線是視線所能看見的邊長、點、角度，繪製在空間坐標中，或繪製在紙箱上，我們可以猜測出

原立體圖形，應該如下圖所示

練習 3
由下方三視圖繪製出原立體圖形。

（前視圖） （右視圖） （俯視圖）

x 
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